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ACT 2. Bloque 05. Tema 5. Geometria Euclidea.

1) INTRODUCCION. XX SIGLOS DE GEOMETRIA

El tema que vamos a comenzar hace referencia a la geometria clésica o euclidea.

Unas pinceladas histéricas a lo mejor te pueden interesar para animarte en el esfuerzo
de comprender y disfrutar del conocimiento que tantas mentes brillantes nos han
regalado.

La historia nos hace pensar, que los egipcios ya conocian muchos de los postulados de
la geometria clasica 2700 afos a.C., los plasmaron en sus impresionantes
construcciones como las mastabas y con posterioridad las piramides mas evolucionadas
de caras lisas, de la Dinastia IV (2500 a. C.), las piramides de Keops, Kefren, y Micerino.

Sin embargo los primeros desarrollos de la geometria y, en general, de las matematicas
de manera sistematica, podemos decir que se encuentran alrededor de la cultura
helénica, en la Grecia Antigua, sobre el afio 600 a.C.

Pero un hito en el desarrollo general de la geometria y las matematicas, habra que
situarlo en el 300 a.C. con la aparicion del libro de Euclides llamado Los Elementos
(una de sus cinco obras que han llegado hasta nuestros dias), cuya influencia en la
historia ha sido extraordinaria, siendo durante mas de 20 siglos la guia de la ensefianza
de la geometria basica, la cual estudiamos ajenos a su historia y, quiza con menos
entusiasmo que lo haria un estudiante de la Biblioteca de Alejandria.

¢, Por qué es tan importante el libro de los Elementos de Euclides?

La trascendente tarea de Euclides estd en recoger y estructurar el patrimonio
matematico griego bajo una relacién logica de sus elementos.

Asi, mas que crear unas matematicas nuevas (/o que habian hecho un brillante grupo
de matematicos anteriores Tales, Pitdgoras, Hipdcrates, Demdcrito, Arquitas, y sobre
todo los de la Academia de Atenas, Teeteto, Eudoxo, Menecmo, Dinostarto, que bajo la
direccion matematica y filosofica platonica realizaron el llamado «milagro griego» en
Matematicas), a Euclides le cabe el inmenso mérito de la ordenacion y sistematizacion
de la Geometria griega elemental, de manera que con independencia de sus aportes
originales, su mayor contribucién se le reconoce como gran recopilador y creador de un
estilo de exposicion —el método axiomatico—, de modo que en lenguaje actual diriamos
que Euclides es un gran maestro y su obra fundamental un Libro de Texto, que establece
un modelo de exposicién y de demostracion en Matematicas, una especie de norma
académica de obligado respeto para todo matematico.

En el tema que desarrollamos seguidamente solo se estudian algunas de las
proposiciones y teoremas euclideos la mayoria sin demostracién (sin fundamentacién
sobre los postulados).

Todas las proposiciones y teoremas, tienen su demostracion. El interesado puede visitar
la siguiente pagina web.

http://newton.matem.unam.mx/geometria
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ACT 2. Bloque 05. Tema 5. Geometria Euclidea.

De manera general del libro de los Elementos veremos algunas:

o Definiciones. Frases breves y precisas con las que se introducen los conceptos
matematicos y se da nombre a los diversos elementos geométricos que intervienen
en las proposiciones.

D.1.1. Punto es lo que no tiene partes.

D.l.2. Linea es la longitud sin anchura.

D.1.3. Los extremos de la linea son puntos.

D.1.4. Linea recta es la que yace por igual sobre sus puntos.
D.1.5. Superficie es lo que sélo tiene largo y ancho.

D.1.6. Los extremos de la superficie son lineas.

D.1.7. Superficie plana es la que yace por igual sobre sus rectas.

D.1.8. Angulo plano es la inclinacién de dos lineas que se encuentran en un
plano y no yacen las dos sobre una recta.

D.1.9. Si las dos lineas que contienen el angulo son rectas, el angulo se llama
rectilineo.

D.1.10. Si una recta trazada sobre otra forma con ella dos angulos contiguos
iguales cada uno de ellos es recto, y la recta se llama perpendicular a aquella
sobre la cual se trazé.

D.1.11. Angulo obtuso es el mayor que el recto.
D.1.12. Angulo agudo es el menor que el recto.

o Axiomas. Verdades autoevidentes comunes a todas las ciencias.
NC1. Cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si.
NC2. Si a cosas iguales se agregan cosas iguales, los totales son iguales.
NC3. Si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales.

NC4. Las cosas que se superponen una a la otra son iguales entre si.NC5.
El todo es mayor que la parte.

o Postulados. Verdades menos obvias que se refieren solamente a la materia
concreta de que se trate, en este caso a la Geometria.

P1. [Es posible] trazar una linea recta desde un punto cualquiera a otro punto
cualquiera.

P2. [Es posible] prolongar de una manera ilimitada en linea recta una recta
limitada.

P3. [Es posible] describir un circulo para cada centro y cada radio.
P4. Todos los angulos rectos son iguales.

P5. Si una recta, al incidir sobre otras dos, forma del mismo lado angulos
internos menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente
se encontraran en el lado en que estén los angulos menores que dos rectos.

o Proposiciones. Enunciados que se demuestran a partir de las proposiciones
anteriores y las asunciones aceptadas en Postulados y Axiomas.
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2) PUNTOS, RECTAS, PLANOS

Comencemos con una de las primeras 23 definiciones de Euclides:

(D.1.1). Punto es lo que no tiene partes.
= Partimos de la existencia de infinitos puntos cuyo conjunto llamamos ESPACIO.

= Los puntos del espacio los podemos agrupar en conjuntos parciales formados por
infinitos puntos, a los que denominaremos Planos.

= Dentro de un plano, podemos hacer agrupaciones de infinitos puntos a los que
vamos a denominar RECTAS.

Estos tres conceptos construidos por la imaginacién humana se relacionan entre
si de la siguiente manera.

Dos puntos unidos representan un
segmento y prolongado por sus
extremos una recta.

Dos planos que se cortan Dos rectas que se cortan
determinan una recta (r) determinan un punto (P)

B

"

Tres puntos no alineados Dos rectas que se cortan
determinan un plano. determinan un angulo plano.
A r
B
C a s
0
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De las expresiones anteriores podemos deducir:

Una sola recta divide al Un punto sobre una recta,
plano que la contiene en  divide a dicha recta en
dos partes iguales dos partes iguales
llamadas semiplanos. llamadas semirrectas.

-y

Dos rectas se dicen
perpendiculares si una
recta trazada sobre otra
forma con ella dos
angulos contiguos
iguales (cada uno de
ellos es recto), y la
recta se llama
perpendicular a aquella
sobre la cual se trazo.

Dos puntos senalados
sobre una recta definen
un segmento de recta.

Por un punto pueden
pasar infinitas rectas.

Dos rectas son secantes  Dos rectas paralelas no
cuando tienen un solo tienen ningun punto en
puto comun. comun.

Por dos puntos sélo
puede pasar una recta.

Ejercicio 1
Selecciona las respuestas correctas.

Todas las rectas secantes son perpendiculares.

Todas las rectas perpendiculares son secantes
Las rectas paralelas sélo tienen un punto en comudn

Un angulo define una porcion infinita de plano

El matematico griego que recopila el conocimiento antiguo de su época fue
Pitagoras

A la geometria clasica también le llamamos Euclidea
Antes de la cultura helenistica (600 a.C) no existia la matematica
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3) ANGULOS

Las definiciones euclidianas sobre angulos.

D.1.8. Angulo plano es la inclinacion de dos lineas que se
encuentran en un plano y no yacen las dos sobre una recta.

D.1.9. Si las dos lineas que contienen el angulo son rectas, el « s
angulo se llama rectilineo.

D.1.10. Si una recta trazada sobre otra forma con ella dos angulos
contiguos iguales cada uno de ellos es recto, y la recta se llama
perpendicular a aquella sobre la cual se trazo.

7]

D.1.11. Angulo obtuso es el mayor que el recto. B

fet
=
b

D.1.12. Angulo agudo es el menor que el recto.

En la geometria griega no se utilizaba el concepto de grado como unidad de medida de
los angulos. La unica medida de angulo considerada era el angulo recto definido por
perpendicularidad, como uno de los angulos iguales que se forman al interseccionar dos
rectas.

(La utilizacion de medidas del angulo se vendra posteriormente con Hiparco y
Ptolomeo).

Al punto de interseccion de las semirrectas que definen el angulo se le llama vértice del
angulo. (O)

A las semirrectas Ory Os, se les denomina lados del angulo.

Un angulo como el de la figura se puede simbolizar de las siguientes formas:

Un angulo como el de la figura se puede simbolizar de las siguientes formas:

® Definiendo el vértice y las semirrectas de los lados. 1r0s J

® Nombrando el vértice del angulo. O

® Mediante una letra griega. Ol.

En el campo de la geometria es frecuente la utilizacion del alfabeto griego clasico para
la definicion de los elementos geométricos por ello insertamos la tabla siguiente:
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Nombre de la letra: Minuscula Mayuscula | Nombre de la letra: Mintscula Mayuscula
Alfa a A Nu v N
Beta B B Xi B =
Gamma Y r Omicron o 0
Delta s A Pi 1 Mn
Epsilon £ = Rho(ro) p o)
Zeta 4 7/ Sigma o >3
Eta n H Tau T T
Theta (tita) 0 6] Ipsilon v Y
lota L I Phi (fi) ® [0}
Kappa 5 K Ji o Chi x X
Lambda i A Psi /] W
Mu [ M Omega ® Q

Existen diferentes unidades de medida de angulos: el grado centesimal (gradian), el
grado sexagesimal y el radian, que es la unidad de medida en el sistema internacional

de unidades.

Segun la unidad utilizada, el angulo completo de una circunferencia tomara distintos

valores.

A

180

0°

360°

270°

w| @D\
N

Radianes.( 8=2.7)

Sexagesimal. ( 6=3602)

Centesimal. .( 6=400%)

Por convenio los angulos se miden en sentido contrario al movimiento de las agujas del
reloj, los angulos positivos son antihorarios y los negativos horarios.

180°F /) 0°
5\ 3600
2;6'0 ...... -
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En este video puedes aprender a medir y trazar angulos con la ayuda de un
transportador de angulos.

Coémo calcular un angulo

Video n? 1. 4 Como calcular un angulo?
Fuente: https://www.youtube.com/watch?v=V7R2Yf00uBs&feature=youtu.be

3.1) SISTEMA SEXAGESIMAL

Sistema sexagesimal.

¢ Es un antiguo sistema de numeracién de caracter posicional de potencias de 60,
es decir, que la base de numeracion tenia 60 digitos diferentes.

¢ En el sistema sexagesimal de angulos utilizamos como unidad de medida el grado.

El &ngulo completo tiene un valor de 3609, el llano de 180° y el recto de 90°

Si bien la unidad de medida es el grado (°), actian como submultiplo el minuto de arco
o arcominuto y el segundo de arco o arcosegundo.

(arco-minuto y arco-segundo no tienen ninguna relacion con la medida del tiempo, son
medidas de angulos).
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ACT 2. Bloque 05. Tema 5. Geometria Euclidea.

Para pasar de una unidad a otra deberemos tener en consideracion las equivalencias
entre la unidad y sus submultiplos:

1° equivale a 60 minutos de arco. 1° = 60",
1’ equivale a 60 segundos de arco. 1'=60"

g~ X60 N /{:66\

Grado l minutos ’ l segundos l

Suma de anqulos

La suma de dos angulos es otro angulo cuya amplitud es la suma de las amplitudes de
los dos angulos iniciales.

yavaRTa

a+p=y

Numéricamente procedemos del siguiente modo:

1) Para sumar angulos se colocan los grados debajo de los grados, los minutos
debajo de los minutos y los segundos debajo de los segundos y se suman.

2) Si los segundos suman mas de 60, se divide dicho nimero entre 60; el resto
seran los segundos y el cociente se afadiran a los minutos.

3) Si los minutos también excediesen de 60 dividiriamos dicho nimero entre 60, el
resto seran minutos y el cociente se afnadiran a los grados.
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Veamos un ejemplo:
Suma los angulos a de 322 24’ 48”, con el angulo B de 432 49’ 25”

320 {24 ag”
32¢ : 24° 48" Pasamos los segundos a | - I ca + 432 | 49 25"

+ 432 ;49 25" minutos por exceder de 75° 7%
75° 73 73" - 13" i1

+1' 13"

750 74! 13"
Como los minutos (74"’ )también exceden de 60, los pasamos a grados.

32¢ | 24 48”

74’ 60 i 43:" 49’ 25: Resultando ser el dngulo
14’ 1° 2 = suma: 76° 14’ 13"
+1° 14'

76° 14/ 13"

Resta de anqulos

La resta de dos angulos es otro angulo cuya amplitud es la diferencia entre la amplitud
del angulo mayor y la del angulo menor.

a-B=y

Numéricamente procedemos del siguiente modo:

1) Para restar angulos se colocan los grados debajo de los grados, los minutos
debajo de los minutos y los segundos debajo de los segundos.

2) Si el cardinal del minuendo es menor que el cardinal del sustraendo, convertimos
un minuto del angulo del minuendo en 60 segundos y se lo sumamos a los
segundos iniciales del angulo del minuendo. A continuacion restamos los
segundos.

3) Si los minutos del minuendo fuesen inferiores a los minutos del sustraendo,
transformariamos un grado en minutos, se los sumariamos a los minutos que
tengamos en el minuendo y proseguimos la resta.
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Veamos un ejemplo:
Resta al angulos a de 522 23’ 18”, el angulo g de 43¢ 49’ 25”

Los segundos de arco del
23’ =22’ 60" minuendo son menores que los

RS segundos de arco del sustraendo.
5 ’ i - ; o Hacemos la siguiente modificacion:
o j;‘ igl ;gu =i 52 ;22 e 23’= 22’, 60” modificando de esta

= forma el angulo del minuendo
pudiendo comenzar la resta de

valores.
Como resulta que los minutos de
1°= 60’ arco del minuendo (22) son
VvV mayores que los minutos de arco
520 22’ 78" — = ooy del sustraendo (49’), procedemos a
- 432 | 49 25” 517 | 82 . realizar la siguiente modificacion:

1° = 60’, que nos permite avanzar y
finalizar la resta, siendo el resultado
final de: 8° 33’ 53”.

53"

512 | 82 | 78”
- 432 49 25"
8° 33 53"

Multiplicacion de angulos

La multiplicaciéon de un numero por un angulo es otro angulo cuya amplitud es la
suma de tantos angulos iguales al dado como indique el nimero.

3
2° 7°
x 60’
120’
Numéricamente procedemos del siguiente modo:

La multiplicaciéon de un numero por un angulo es otro angulo cuya amplitud es la
suma de tantos angulos iguales al dado como indique el niumero por el que se
multiplica.

Numéricamente procedemos del siguiente modo:
12) Multiplicamos los segundos, minutos y grados por el numero.

2¢9) Si los cardinales de las unidades de los segundos sobrepasan el numero 60, se
realizara la conversion pertinente de segundos a minutos, dividiendo para ello por
60. El cociente de dicha division representa minutos mientras que el residuo de la
misma son segundos.

32) Se hace lo mismo para los minutos.
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Veamos un ejemplo:
Multiplica el angulo a de 322 23’ 49” por cinco.

32° 23’ 48"
X 5
160° : 115’ 245"

Como los minutos y segundos exceden de 60 | 457 I 60
tendremos que pasar parte de este valor a una 5 g
unidad superior para ello dividiendo por 60,
comenzando por los segundos.

Por lo que podemos decir que 245" = 4°, 5” A 160 2,15 5
quedando el angulo modificado como: 160° 119’ -
5” 160° @ 119 L

19’ ]60 :

iad
Repetimos el proceso para los minutos por - -

59’ 1
superar estos el valor de 60.

Resultando que 119’ = 1° 59’. 1600 Cgn
Quedando definitivamente el angulo con un valor ' +1° 59°
de 161° 59’ 5 161° 59’ 5"

Division de angulos.

La division de un angulo por un nimero es hallar otro 3" | 5

angulo tal que multiplicado por ese numero da como e 7°
resultado el angulo original. X 60°
120’

Numéricamente procedemos del siguiente modo:

19) Comenzamos dividiendo el cardinal de los grados por el numero dado
(divisor).

29) El cociente de la divisién son los grados y al resto o residuo lo multiplicamos
por 60, para transformarlo en minutos.

39) Se afiaden estos minutos a los que tenia el angulo inicial y se divide el numero
de minutos resultante por el divisor dado, transformando los minutos del residuo
de la visién en segundos.

49) Se anaden estos segundos a los que tenia el angulo inicial y se divide el nimero
de segundos resultante por el divisor dado.
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Veamos un ejemplo:

Divide el angulo a de 37248’ 25” en cinco partes.

Comenzamos
dividiendo los grados del
angulo inicial.

Los dos grados del resto
los pasamos a minutos y
se los sumamos a los
minutos del angulo
inicial para a
continuacion dividir de
Nnuevo por cinco.

i 37° |s
2° 7

X 60’
120’

120' +48'=168° |5 |
3 33
i

180"

Los tres minutos del
resto los pasamos a
segundos y se los

sumamos a los
segundos del angulo
inicial para a

continuacién dividir de

nuevo por cinco.

180" +25'= 205” I 5 I final del angulo de 7°
41”

59’

Resultando el valor

33’ 41 con un resto de
60 décimas de
arco.(5°.60/5).

Ejercicio 2

¢ Cual es el nombre de las siguientes letras griegas?

3

€ T WK

Ejercicio 3

Realiza las siguientes operaciones con angulos.
35233'54" + 7242' 25" =

[o]
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3.2) SISTEMA INTERNACIONAL. EL RADIAN

Se denomina radian (rad), al &ngulo central (angulo que tiene su vértice en el centro de
la circunferencia) y cuyos lados determina sobre la misma un arco de longitud igual al
radio de la circunferencia.
Como la longitud de la circunferencia es L=2.I.r, podremos decir que el angulo
completo equivale a:
2nr
0,0d = — = 2w (rad)

I8

De la misma forma diriamos que el angulo llano tiene i radianes o que el angulo recto
tiene /2 radianes.

Para pasar de grado a radianes plantearemos la siguiente proporcion:

2T
— 6rac = 3¢50

Para pasar de radianes a grado plantearemos la siguiente proporcion:

00

6rad

360°
2T

L

. 360°
6 =

- Oraa

Ejemplo. Si conocemos que el angulo central a es igual a 36°. ¢ Cual sera su
valor en radianes?

21 X 2 m

®rad _ P Qraa = W.36° =% (rad)

36°  360°

Ejemplo. Si conocemos que el angulo central B es igual a /4 rad. ¢ Cual sera su
valor en grados?

B° 360° 360°

n/4 2w

Debemos observar que el radian representa la constante de razén entre el arco y el
radio, por tanto es un nimero que carece de unidades, pues lo que nos indica es las
veces que el arco contiene al radio.
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La utilidad del radian estriba que tanto el angulo como el arco que define contienen el
mimos numero de radianes. Luego cuando utilizamos el radian es indiferente referirnos
al arco o al angulo.

Ejercicio 4

Determina el valor en radianes de los siguientes angulos:
a) pu= 602
b) B= 150°
c) 6= 2709

3.3) CLASIFICACION DE LOS ANGULOS

® |lamaremos angulo completo aquél que
abarca todos los puntos del plano. El valor o
asignado es de 3602 }

® Dos semirrectas con origen comun definen
sobre el plano dos angulos @ (llamado angulo

~
“©

convexo) y B (llamado angulo céncavo).
La suma de un angulo concavo con su convexo
respectivo suman 360° grados.

a + B =3602

~
a s
g

® Cuando el angulo concavo es igual al

convexo, le llamaremos angulo llano y, en él,
< . e
los lados del angulo son semirrectas opuestas. r 180 s

0

® Cuando los lados de un angulo son
semirrectas perpendiculares, al angulo
formado le llamamos angulo recto.

902
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Si tomamos como referencia el angulo de 902, los angulos los podemos denominar

como:

« Agudos si son menores que un recto.
« Obtusos si son mayores que un recto.

H <90 B > 90°¢
" s B
ol o \
Agudos Obtusos

Ejercicio 5

¢{Como se denominan estos angulos?

0
90 > 90° o
180°
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3.4) RELACION ENTRE PAREJAS DE ANGULOS
Los angulos emparejados también reciben nombres especificos, veamos cuales son:

Angulos consecutivos: aquellos
angulos que tienen el mismo
vértice y un lado en comun.

ay B consecutivos.

o~

s Angulos adyacentes: aquellos
angulos consecutivos en los
que el lado no compartido son
semirrectas opuestas.

L (2.4 B r ay B adyacentes.

Angulos suplementarios:
aquellos angulos cuya suma es
el valor de un llano, es decir,

S 1809.

90° a + B son suplementarios si

a+B=180°

P

Angulos complementarios:

L aquellos angulos cuya suma es
S el valor de un recto, es decir,
909.

a + B son complementarios si.
al P

L o+ p=90°

Ejercicio 6
Indica si son Verdaderas o Falsas las siguientes afirmaciones:
Dos angulos adyacentes son aquellos que:

Suman 90°

Suman 45°, tienen el vértice comun, un lado comuan y los otros lados
son uno prolongacién del otro

Siendo suplementarios, tienen el vértice comudn, un lado comun y los
otros lados son uno prolongacién del otro

Ejercicio 7
¢ Qué podriamos decir que todos los angulos adyacentes son consecutivos o que
todos los angulos consecutivos son adyacentes?

Pagina 17 de 82



ACT 2. Bloque 05. Tema 5. Geometria Euclidea.

3.5) IGUALDAD ENTRE ANGULOS

Es muy importante saber que dos angulos son iguales cuando cumplen alguna de las
condiciones siguientes:

Dos angulos que tienen sus lados paralelos entre si, o son iguales o son suplementarios.

Proposicion 1.29. Una recta que incide sobre dos paralelas forma angulos alternos iguales entre si.

ﬂ a=B /8
ﬂ ﬂ a+f=180°

Dos angulos que tienen sus lados perpendiculares entre si, o son iguales o son suplementarios.

N\

Proposicion 1.15. Si dos rectas se cortan, forman angulos opuestos por el vértice que son iguales.

También tenemos que conocer que dos rectas paralelas cortadas por una tercera recta
determinan ocho angulos que guardan relacién entre si:

Atendiendo a su disposicion respecto a las rectas los dngulos podemos

\ caracterizarlos como:

o

1 ¢ Angulos internos (3, 4, 5 y 6). Los dngulos internos a un mismo
3 \4 lado de la transversal a dos rectas paralelas son suplementarios.

3+5=180°=4+6
¢ Angulos externos (1, 2, 7 y 8). Los angulos externos a un mismo
5 6 lado de la transversal a dos rectas paralelas son suplementarios.

7¥ 1+7=180°=2+8

+ Angulos correspondientes: Son aquellos que estan al mismo lado
de las paralelas y al mismo lado de la transversal.
Los angulos correspondientes son iguales.

7=6;4=8;1=5;3=7
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+ Angulos alternos internos: Son aquellos angulos interiores que
estdn a distinto lado de la transversal y a distinto lado de las
paralelas.

Los dngulos alternos internos son iguales.

3=6;y4=5
+ Angulos alternos externos: Son aquellos angulos exteriores que
estdn a distinto lado de la transversal y a distinto lado de las
paralelas.
Los angulos alternos externos son iguales.

1=8y2=7

Ejercicio 8
Indica si son Verdaderas o Falsas las siguientes afirmaciones:

e

De los angulos de la figura podemos decir que .....

V/F

Son iguales por ser angulos internos

Son iguales por ser externos internos

Ninguna de las anteriores es correcta
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4) POLIGONOS

La linea de puntos formada por segmentos rectilineos se les denomina poligonal.
Las lineas poligonales pueden ser abiertas o cerradas.

Las lineas poligonales cerradas dan lugar a los poligonos, que podemos definirlos
como el conjunto de puntos del plano delimitados por una linea poligonal cerrada. Por
tanto, un poligono representa una superficie.

En un poligono podemos diferenciar diferentes elementos:
- Lados: son los segmentos rectilineos que lo delimitan.
- Angulos interiores: los que forman dos lados contiguos en el interior del poligono.

- Angulos exteriores: os que forman dos lados contiguos en el exterior del poligono.

- Veértices: los puntos donde coinciden dos lados.

- Diagonales: las rectas que unen dos vértices que no sean consecutivos.

- Base: es cualquiera de los lados (normalmente el lado en que se "apoya" la figura).
- Altura: es el segmento perpendicular desde el vértice al lado opuesto o a su

prolongacion.
Lado Vértice \

Diagonal | /
-

angulo externo

l
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4.1) CLASIFICACION DE LOS POLIGONOS

Podemos clasificar a los poligonos atendiendo a sus angulos o a sus lados.
= Sequn sus anqulos: Pueden ser poligonos céncavos o poligonos convexos.

a) Un poligono es convexo cuando todos sus &ngulos internos valen menos de
1802.
En un poligono convexo, todos los lados estan en el mimo semiplano que
formaria la prolongacion de cualquiera de los lados. Es decir, la prolongacion de
cualquier lado no divide al poligono.

b) Un poligono es cédncavo cuando tiene por lo menos un angulo interno céncavo
0 mayor que 180°.
En un poligono concavo encontraremos que la prolongacion de algunos de los
lados divide al poligono en dos partes.

Poligono CONVEXO. Poligono CONCAVO.

\ b

= Sequn sus lados:
Los poligonos segun el niumero de lados que lo forman reciben nombres diferentes.

Para poder cerrar un poligono necesitamos al menos tres lados porque con menos no
puede delimitarse una superficie cerrada.

En la tabla siguiente estan relacionados los nombres de los poligonos con su numero
de lados.

LADOS NOMBRE LADOS NOMBRE
3 triangulo 17 Heptadecagono
4 cuadrilitero 18 octodecagono
5 pentigono 19 eneadecagono
6 hexigono 20 isodecagono
7 heptigono 30 triacontagono
8 octégono 40 tetracontigono
9 eneagono 50 pentacontigono
10 decagono 60 hexacontigono
11 endecagono 70 heptacontigono
12 dodecagono 80 octacontigono
13 Tridecagono 90 eneacontiagono
14 tetradecagono 100 hectigono
15 pentadecigono 106 megigono
16 hexadecigono 10100 googélgono
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Cuando un poligono tiene sus lados y angulos iguales se llaman poligono REGULAR.
Si los lados y angulos no tienen la misma medida se llaman poligono IRREGULAR.

4 )

O

IRREGULAR

% J

En todos los poligonos convexos de “n” lados, tanto regulares como irregulares se
verifica que:

» La suma de los angulos internos del poligono valen: s=1802.(n-2)
e El numero de diagonales del poligono sera: n2.diagonales=n.(n-3)/2

Ejemplo.- Hallar la suma de los angulos internos de un pentagono.
s =180°.(n-2)=180°.(5-2)=180°.3 =540°

Ejemplo.- Hallar el niumero de diagonales de un cuadrilatero.
n®.diagonales=n.(n-3)/2=4.(4-3)/2 =4/2 = 2

Ejercicio 9
¢ Cual sera el valor minimo que puede tener un angulo Céncavo?

Ejercicio 10
¢ Cual es el numero de segmentos rectilineos minimos que se necesita para formar
un poligono cerrado?

Si los segmentos rectilineos sélo pueden unirse por sus extremos, para cerrar un
poligono, ¢podran ser estos segmentos de la longitud que se desee o tendra que
cumplir alguna condicion?
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4.2) POLIGONOS REGULARES

Sabemos que son aquellos que tienen todos sus lados y angulos iguales.

En todo poligono regular se
puede trazar una circunferencia
que pase por todos sus vértices
llamada circunferencia
circunscrita al poligono.

También se dice que el poligono
esta inscrito en la
circunferencia.

Dado un poligono regular
también podremos trazar
una circunferencia que sea
tangente a todos sus lados,
llamada circunferencia
inscrita.

También se dice que el

poligono circunscribe a la @~

circunferencia.

Denominamos apotema de un poligono regular, a la
distancia medida perpendicularmente desde el centro
del poligono a uno de sus lados. La apotema es el radio
de la circunferencia inscrita en el poligono.

Poligono INSCRITO.

Circunferencia CIRCUNSCRITA.

Circunferencia INSCRITA.

A
)
v

Poligono CIRCUNSCRITO.

Pagina 23 de 82



ACT 2. Bloque 05. Tema 5. Geometria Euclidea.

4.3) TRIANGULOS

El triangulo es el poligono cerrado de menor numero de lados. Estd formado por tres
lados y tres angulos.

Podemos clasificarlos atendiendo a la longitud de sus lados o al valor de sus angulos.

¢ Segiin sus LADOS los triingulos se clasifican en:
[+

Equilatero: cuando tienen los tres lados
iguales y los tres angulos internos iguales.

Cada angulo interno mide 60¢.

Isésceles: cuando tienen dos lados iguales.
Los angulos opuestos a los lados iguales son
iguales entre si.

Escaleno: cuando tienen los tres lados
desiguales.
Los angulos son también desiguales.

4 Segiin sus ANGULOS los tridngulos se clasifican en:

Tridngulo acutangulo. Tridngulo rectangulo Triangulo obtusangulo

Tiene tres angulos agudos. Tiene un angulo recto.

El lado mayor es la hipotenusa. Los lados | Tiene un &ngulo obtuso.
menores son los catetos.

>
32
&
L
XD
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Algunas de las propiedades mas importantes a destacar del triangulo son:
e Es el Unico poligono cerrado que carece de diagonales.

e Todo poligono mayor de 3 lados puede triangularizarse, es decir, dividirse en al
menos n-2 triangulos (n nimero de lados del poligono que se triangulariza).

e la suma de los tres angulos internos de un triangulo es siempre 180° lo que
equivale a m radianes.

Si observamos la figura, el angulo 1 es del mismo valor que el angulo y pues tienen sus lados
paralelos a este.

El angulo 2 es igual al dngulo a por ser

angulos opuestos por el vértice. 2=a 3-8

y + @ +£=180°
El angulo 3 es igual al angulo B por tener sus gy
lados paralelos.

a

La suma de los angulos 1+2+3=a+f+y=180.

Con lo cual quedaria demostrado que la
suma de los angulos internos de un y
triangulo es igual a dos rectos, es decir,
180°.

« La longitud de cada lado del tridngulo es menor que la suma de los otros lados y
mayor que la diferencia de los mismos. Desigualdad triangular.

e Los triangulos son los Unicos poligonos siempre convexos, no pueden ser
céncavos, dado que ninguno de sus tres angulos puede superar los 180° grados o
m radianes.

e En todo triangulo a mayor lado se opone mayor angulo y viceversa.

 El angulo exterior de un tridngulo (formado por un lado y la prolongacién de otro),
es igual a la suma de los dos angulos no adyacentes al angulo o igual a la suma de
los interiores opuestos.
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Ejercicio 11

Clasifica los siguientes triangulos atendiendo a sus lados y a sus angulos.

TRIANGULO

SEGUN SUS LADOS

SEGUN SUS ANGULOS

-

Ejercicio 12

¢ Cuantos angulos obtusos puede tener un triangulo?

a) Como mucho uno

b) No puede tener ninguno

c¢) Como mucho dos
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4.3.1) RECTAS NOTABLES DE UN TRIANGULO

Son aquellas rectas que pasan o definen puntos especiales relacionados con las
propiedades o caracteristicas de los triangulos.

Asi tenemos:

Rectas que definen la altura de un tridngulo.

Son cada una de las rectas perpendiculares
trazadas desde un vértice del tridngulo a su lado
opuesto o su prolongacion.

Las tres alturas interseccionan en un punto
llamado Ortocentro.

El ortocentro es un punto interior si el tridngulo es
acutangulo, o un punto exterior si el triangulo es
obtusangulo. Si es rectangulo esta en el vértice H
del angulo recto.

Medianas de un trianqulo.

Mediana es cada una de las rectas que
une el punto medio de un lado con el
vértice opuesto.

El Baricentro es el punto de corte de
las tres medianas.

El baricentro divide a cada mediana en
dos segmentos, el segmento que une el
baricentro con el vértice mide el doble
que el segmento que une baricentro
con el punto medio del lado opuesto.
Por ello se dice que el baricentro dista
1/3 de la base y 2/3 de la altura. BG =
2GA

El Baricentro representa el centro de
gravedad del triangulo. El baricentro es
siempre un punto interior.

Mediatrices de un triangulo

Mediatriz es cada una de las rectas
perpendiculares trazadas a un lado por su
punto medio.

El Circuncentro, es el punto de corte de las 0
tres mediatrices y centro de la circunferencia
que circunscribe al triangulo,

Es un punto interior si el triangulo es
acutangulo, exterior si el triangulo es
obtusangulo y, si es rectangulo esta en el \

punto medio de la hipotenusa.
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Bisectrices de un tridngulo.

Bisectriz es cada una de las rectas que divide
a un angulo en dos angulos iguales.

El Incentro, es el punto de corte de las tres
bisetrices. Es el centro de una circunferencia
inscrita en el tridngulo.

Recta de Euler

El ortocentro, el baricentro y el circuncentro de
un triangulo no equilatero estan alineados; es
decir, pertenecen a la misma recta, llamada
recta de Euler.

Si el triangulo fuese equilatero coincidirian en
un mismo punto, otocentro, baricentro,
circuncentro e incentro.

Ademas, el baricentro divide la distancia del
ortocentro al circuncentro en la razon 2:1.
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Ejercicio 13
Analizando los triangulos siguientes podriamos decir que el punto x es:
A A A
X X

a) El Ortocentro del triangulo por ser sus lados tangentes a la circunferencia
inscrita.

b) El Icentro del tridngulo, por encontrase siempre en el interior del triangulo.

c) Elcircuncentro del tridngulo por ser el centro de la circunferencias inscrita.

Ejercicio 14

¢ Por qué el Icentro de un triangulo siempre es un punto interior al mismo y nunca
exterior?

4.3.2) CONGRUENCIAS DE TRIANGULOS

Nace del axioma o nociéon comun 4 del libro |
de Los Elementos.

NCA4. Las cosas que se superponen una a la
otra son iguales entre si.

Dos figuras geomeétricas son congruentes si
tienen las mismas dimensiones y la misma
forma sin importar su posicién u orientacion.

Las partes coincidentes de las figuras
congruentes se llaman homélogas o
correspondientes.

En la congruencia habra 6 pares de elementos
(3 pares de lados y 3 pares de angulos). Los
triangulos seran congruentes cuando tengan 3
de dichos elementos iguales.
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CRITERIOS DE CONGRUENCIA.

Postulados de congruencia

Postulado (I-4) (Lado, Angulo, Lado)

Dos triangulos son congruentes si dos lados de uno tienen la misma longitud que dos lados del otro
triangulo, y los angulos comprendidos entre esos lados tienen también la misma medida.

A C

b
Postulado (I-26) (Angulo, Lado, Angulo)
Dos triangulos son congruentes si dos angulos interiores y el lado comprendido entre ellos tienen la misma
medida y longitud, respectivamente. (EI lado comprendido entre dos angulos es el lado comin a ellos).

B E

A / C D F
b e
Postulado (I-8) (Lado, Lado, Lado)
Dos triangulos son congruentes si cada lado de un tridngulo tiene la misma longitud que los correspondientes
del otro triangulo.

A / c D

Teoremas de congruencia

Teorema AAL (Angulo, Angulo, Lado)

Dos triangulos son congruentes si dos angulos y un lado, no comprendido entre los angulos, tienen la misma
medida y longitud, respectivamente.

B
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Ejercicio 15
De los triangulos de la figura siguiente podemos decir que:

a b c

y

10

a) La pareja de triangulos del grupo "a" son los Unicos congruentes del dibujo.

b) Solo son congruentes los tridngulos del grupo a y b.

c¢) Todos los triangulos son congruentes.

4.3.3) TEOREMAS SOBRE LA PROPORCION GEOMETRICA

TEOREMA DE THALES

En el libro VI de los elementos Euclides se recoge la aplicacién geométrica de la Teoria

General de la Proporcion de Eudoxo, de la que se derivara importantisimos resultados
como:

El Teorema de la bisectriz (V1.2), el Teorema de Thales (V1.2), los criterios de
semejanza de triangulos (V1.4, VI.5, VI1.6) y el Teorema del cateto y de la altura (V1.8).

Los resultados que presentamos en esta parte son conocidos como Teorema de Thales.

Existen dos teoremas relacionados con la geometria clasica que reciben el nombre de

teorema de Thales, ambos atribuidos al matematico griego Thales de Mileto en el siglo
Via. C.

a) Primer Teorema de Thales

A
Dado un triangulo ABC, si se traza un segmento /
paralelo, B'C', a uno de los lados del triangulo, se /
obtiene otro triangulo AB'C', cuyos lados son
proporcionales a los del triangulo ABC.
B./ C‘
AB AC _ BC / \
AB' AC' B'C'
B C
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b) Segundo Teorema de Thales

Dadas dos rectas concurrentes (que se cortan en un r .

punto) cualesquiera de un plano, si dichas rectas son

cortadas por dos 0 mas rectas paralelas entre si, los

segmentos determinados en una de las rectas son A A

proporcionales a los segmentos correspondientes en / \
B8 8

la otra.
Se verifican las siguientes proporciones:

 Aplicaciones del teorema de Thales

El teorema de Thales se puede utilizar para
dividir un segmento en varias partes iguales.

Supongamos que deseamos dividir el
segmento AB en cinco partes iguales.
Trazamos una recta auxiliar concurrente con
A o B y sobre ella llevamos cinco segmentos
igules de cualquier dimension.

Si unimos la ultima de las divisiones con el
extremo libre, en este caso B vy
posteriormente llevamos paralelas a dicha
recta por cada una de las divisiones
realizadas sobre la recta auxilia, las
intersecciones de dicha rectas con el
segmento AB, nos dividiran este en las partes

deseadas.

TEOREMA DE LA BISECTRIZ.

El teorema de la bisectriz del angulo
aparece como Proposicion 3 del Libro VI
en los Elementos de Euclides.

En todo triangulo la bisectriz de un
angulo interior divide al lado opuesto
en dos segmentos proporcionales a
los lados adyacentes.

Demostracion:

/ \‘

B

BL AB /
IC ¢4
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Ejercicio 16

Conociendo la informacion aportada en la figura, determina la longitud del
segmento BC.

y C S 6
B ?
= 6
A E D 9+ X

4.3.4) SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Todos los criterios de semejanza de triangulos se encuentran en el libro VI de los
elementos de Euclides. Provienen de la aplicacion geométrica de la Teoria General de
la Proporcion de Eudoxo a la fundamentacion del concepto de semejanza, nocion que
por su caracter intuitivo se aplicaba instintivamente desde hacia centurias.

Decimos que dos figuras geométricas son semejantes si tienen la misma forma pero
distinto tamafios.

Por ejemplo, dos mapas con distintas escalas son semejantes, pues la forma del
contenido no cambia, pero si el tamano.

En la semejanza se puede cambiar el tamafio y la orientacién de una figura pero no se
altera su forma.

s

A

\

Forma: en el caso del triangulo, la forma sélo depende de sus angulos. Por tanto para
gue dos triangulos (origen, imagen) sean semejantes sus angulos deben de ser iguales
uno a uno.

En la figura, los angulos correspondientes son A= A', B=B'y C = C'. Para denotar que
dos triangulos ABC y A'B'C' son semejantes se escribe ABC ~ A'B'C', donde el orden
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indica la correspondencia entre los angulos: A, By C se corresponden con A', B'y C',
respectivamente.

Tamano: ocurrira que aunque los lados de la figura imagen sean de distinto tamafno que
los de la figura origen, sin embargo las razones longitud imagen / longitud origen de los
lados homélogos son todas iguales, lo que da una segunda caracterizacién de los
triangulos semejantes. Dos triangulos son semejantes si las razones de los lados
correspondientes son congruentes.

Teorema de semejanza. Anqulos iguales. AAA.

Diremos que dos triangulos ABC vy
A'B'C' son semejantes, si sus angulos
respectivos son iguales y sus lados
homologos son proporcionales.

C b n =

y A=A

c’ b

Por lo tanto, dos condiciones son
importantes para la semejanza de
triangulos:

e que los angulos correspondientes sean
iguales.

e y que los lados correspondientes sean
proporcionales.

Se demuestra que si se cumple una de las
condiciones también se cumple la otra.

Teorema de semejanza. Lado, anqulo, lado. (LAL)

Si dos triangulos tienen dos
lados correspondientes
proporcionales y el angulo
comprendido entre ellos es
igual, entonces los triangulos
son semejantes.

C 1) -~ ’\’

—=— 'y A=A

c’ br
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Teorema de semejanza LLL.

Si dos tridangulos tienen sus lados

correspondientes proporcionales,

entonces los triangulos
semejantes.

a_b_
=7

!

C
a c’

Teorema de semejanza. ALL.

Dos triangulos son
semejantes si tienen un
angulo igual y los lados de los
otros angulos son
proporcionales.

a b

al bl

Teorema fundamental de la semejanza de trianqulos.

son

Todas las paralelas a
un lado de un triangulo
que no pase por el
vértice opuesto,
determina con las
rectas a las que
pertenecen los otros
dos lados, un tridngulo
semejante al dado.
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Vamos a calcular la altura de un edificio que
proyecta una sombra de 6.5 m a la misma hora
que un poste de 4.5 m de altura de una sombra
de 0.90 m.

Como los dos triangulos tienen los tres
angulos iguales, al no ser iguales sus lados,
tendran que ser proporcionales, luego
podemos establecer la siguiente

proporcionalidad de sus los lados como: ,5

<

%:ﬂ x=—6.5.4‘5=32..‘ - ’
| 6.5 X 0.9 0.9 m

\
Luego el edificio tendra una altura de 32,5 m

;Son semejantes estos triangulos?

Calculemos los angulos que nos faltan por conocer.
B=180°-160°=20°. Por otra parte a=180°-120°=60°
Luego los triangulos son semejantes por tener los tres angulos iguales.

Ejercicio 17
¢ Por qué son semejantes estos triangulos?

A
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Ejercicio 18
Calcula el valor de los lados de estos triangulos isosceles.

X

4.3.5) TEOREMAS FUNDAMENTALES QUE RELACIONAN LOS LADOS DE UN TRIANGULO
RECTANGULO

Teorema del cateto

En todo tridangulo rectangulo un cateto es media proporcional entre la hipotenusa y su proyeccion sobre ella.

b2=a.m Como c?=a.n

a = hipotenusa

by ¢ = catetos

m = Proyeccion del cateto b sobre la hipotenusa

n = Proyeccién del cateto ¢ sobre la hipotenusa

Veamos un ejemplo:

La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 30
cm y la proyeccion de un cateto sobre ella 10.8

om. M
Hallar el otro cateto.
b
c
c _108 ¢ =30-10.8
30 C
Y
¢ =+30-10.8 c=18 cm n=10,8 cm m
a=30 cm
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Teorema de la altura

En un triangulo rectangulo, la altura relativa a la
hipotenusa es media proporcional entre los dos
segmentos que dividen a ésta.

HB _H :
= H—z Por tanto: HA? = HB.HC oloque eslomismo h* = m.n

En el ejemplo siguiente, en un triangulo
rectangulo, las proyecciones de los catetos
sobre la hipotenusa miden 4 y 9 metros. ‘L
Calcular la altura relativa a la hipotenusa. l Jj

h? = m.n =49 = 36 Luego:

h =136 =6cm

n=4 cm m=9 cm

Teorema de Pitagoras.

Una tradicién muy persistente, atribuye el Teorema de Pitagoras al propio Pitagoras.
Pero el examen arqueologico de tablillas de arcilla encontradas en Mesopotamia,
pertenecientes a las civilizaciones que se desarrollaron entre los rios Tigris y Eufrates
en el segundo milenio antes de J.C., ha revelado que los antiguos babilonios conocian
aspectos del Teorema, mas de mil afos antes que el propio Pitagoras. Algo similar se
puede afirmar respecto de las culturas que aparecieron a lo largo del rio Nilo, asi como
de la antigua civilizacién hindd y de las antiguas culturas chinas que surgieron en las
cuencas de los rios Yangtze y Amarillo.

Las referencias prehelénicas al Teorema no contienen demostracion del
mismo, atribuyendo a Pitagoras el primero en proporcionarnos una demostracion logica
del Teorema, de aqui que éste haya pasado a la historia con su nombre.

El teorema de Pitagoras pudo ser la primera demostracion matematica de la historia, lo
gue es una evidencia que dicho teorema se encuentra por doquier en la Matemética. Es
la base de multitud de teoremas geométricos, de los estudios sobre poligonos y
poliedros, de la Geometria Analitica y de la Trigonometria. Por todo ello necesitamos
conocerlo y utilizarlo con precision.

Se documenta la existencia de mas de 370 demostraciones relativas al teorema de
Pitagoras.
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Podriamos enunciar el teorema de Pitdgoras como:

En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual
a la suma de los cuadrados de los catetos.

a® = c2 + h?

c?

Por su sencillez vamos a realizar la demostracion que se le supone a Pitagoras, la cual
se basada en su propia Teoria de las Proporciones.

Si recordamos la demostramos del teorema del Cateto, habiamos llegado a establecer
las siguientes proporciones entre los tres triangulos semejantes de la figura.

Las proporciones establecidas fueron (fijarse en los lados opuestos a los angulos):

AC |BC BA AC _BC | AB
HA |BA ~ BH HC AC | HA
De donde podemos deducir que BA? = BC.HB. De donde podemos deducir que AC? = BC.HC.

Si sumamos las dos relaciones anteriores tendremos:
BA? + AC?=BC.HB + BC.HC=BC.(HB+HC)=BC.BC=BC?

Como a=BC, b=AC y c= AB. Tendremos que: a?= b2+c?(c.q.d)
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e Ternas Pitaqgoricas

En la busqueda de ternas de nimeros a, b, ¢, que cumplan la relacion a?= b?+ c?,
nos encontramos con diferentes reglas, algunas de las cuales son:

4 Ternas de Pitdgoras. Siendo m un nimero impar mayor que uno, entonces:

1 ) m c b a

a= E.(m“ +1) " 3 3 4 5
1 5 5 12 13

b= 5-(m2 -1) b 7 7 24 25
c=m 9 9 40 a1
11 11 60 61

¢ 13 13 84 85
15 15 112 113

En las ternas de Pitdgoras, la hipotenusa y uno de los catetos se diferencian en una unidad.

4 Ternas de Platén. Siendo m un nimero mayor que uno:

2 b
a=(m?+1) a : . ;
b=(m?*-1) b =
c=2m i

8 | 15 | 17

10 | 24 26
12 | 35 37
14 | 48 50

16 | 63 65

En las ternas de Platén, la hipotenusa y uno de los
catetos se diferencian dos unidades.

iN i~ wiNG

Ejercicio 19
La siguiente terna de numeros (20,101,99), ¢ es una terna pitagorica?

a) Si por que el area del cuadrado de lado 20 sumada al area del cuadrado
de lado 99, es igual al area del cuadrado de lado 101

b) No es una terna pitagérica, porque no cumple el teorema de Pitagoras

c) No porque no se verifica la desigualdad triangular

Ejercicio 20
En el triangulo de la figura, calcula cuanto mide el angulo A.
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Ejercicio 21

En un tridngulo rectangulo, los dos catetos miden 8 y 6 cm, respectivamente. Dibuja el
triangulo y calcula el valor de la hipotenusa.

6cm

8cm

Puedes conocer mas sobre los triangulos.

!

a=10

Objetos notables asociados a un rfi&hgafo b=2
el A
=6 @

() Ver circunferencias aux.

(] Mediatrices /] Circuncentro (] Circunscrita

[[] Alturas L] Criocentro

(] Medianas /] Baricentro

[ ] Recta de Euler [ ] Centro C. Feuerbach

[_] Bisectrices (7] Incentro (] Inscrita

[ ] Perp. a bisectrices o . ] - )

Fiiokingaiii it | Centro Circ. Exteriores | | Exteriores

(] Bases Medias [[JCentrodsloslades [ ] Feuerbach (de los 9 puntos)

(] Pie de las alfuras

[ ] Centro del segmento ortocentro-vértice
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4.4) CUADRILATEROS

Los cuadrilateros son poligonos cerrados

de cuatro lados.

La suma de los angulos interiores de un
cuadrilatero es igual a 360°.

Si observamos la figura entendemos que
angulo 1 es igual al angulo 4 por tener los
lados paralelos a este, y el angulo 4 es igual
al angulo y por ser su opuesto por el vértice.
Lo mismo podriamos decir de los angulos
marcados como 3 y 5. De la misma forma,
por paralelismo de lados el angulo 2 es igual
al &ngulo ¢.

Por tanto demostramos que la suma de los
angulos internos y + @ + B + a= 3602

Atendiendo a los lados los cuadrilateros se denominan:

> Paralelogramos:

Cuadrilateros que tienen los lados paralelos dos a dos. Diferencidandose entre:

Cuadrado

® Los 4 lados son iguales y paralelos
dos a dos.

 Los 4 angulos son iguales y rectos.
» Sus diagonales son iguales,
perpendiculares (forman un angulo
de 902) y se cortan en su punto
medio.

Rectangulo

® Los lados iguales dos a
dos

® Los 4 angulos rectos.
* Sus diagonales son
iguales, se cortan en su
punto medio pero sin
formar angulo recto.

L‘& vy
i\""’

oq,":
A""’

Rombo

¢ Tiene los cuatro lados iguales,
paralelos dos a dos.

® Los angulos iguales dos a dos.

® Sus diagonales desiguales se contar
formando 902.

Romboide

® Tiene los cuatro lados
iguales, paralelos dos a
dos.

® Los angulos iguales dos
a dos.

» Sus diagonales iguales
no se cortan
perpendicualarmente.
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» Trapecios.

Trapecios.

Cuadrilateros que tienen dos lados
paralelos, llamados base mayor y base

menor. Se clasifican en:

—

Trapecio Rectangulo
® Tiene un angulo recto.

Trapecio Isosceles

® Sus lados no paralelos
son iguales.

Los angulos internos son
iguales dos a dos

Trapecio Escaleno
* No tiene ningun lado igual
ni angulo recto..

» Trapezoides

Trapezoides
® Cuadrilateros que no tiene ningtin
lado igual ni paralelo.

Deltoide o cometa.

® Es un cuadrilatero cuyos lados
contiguos son iguales dos a dos. Es
un trapezoide con dos pares de
lados consecutivos iguales, siendo el
primer par de lados diferente al
segundo par de lados, también
conocido como trapezoide
simétrico.

e Las diagonales de un deltoide se
cortan formando un angulo recto.
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Ejercicio 22
Completa la siguiente tabla:

Figuras Lados Vértices Angulos | Diagonales

A
w
-
()

4.4.1) PERIMETROS Y AREAS DE LOS POLIGONOS

Perimetro de un Poligono.

El perimetro de un poligono irregular se calcula sumando las medidas de

todos sus lados.

R S—
Ejercicio- Supongamos que las medidas de los lados | —
de este poligonosona=2cm,b=4cm,c=3cmyd=
1 cm; entonces, su perimetro sera: 2 3cm
4cm

P=2cm+4cm+3cm+1cm=10cm

Si el poligono es regular como tiene todos sus lados iguales, su perimetro sera tantas
veces la medida de uno de sus lados.
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En este hexagono de la figura de lado 4 cm, su perimetro sera 6 veces el lado, es
decir6 x4 =24 cm.

Asi:

 El perimetro de un triangulo equilatero es tres veces la longitud de su lado: P=I+I+I=3I
« El perimetro de un cuadrado es cuatro veces la longitud de su lado: P=I+I+I+|=4l

« El del pentagono regular es P = 5l... y asi sucesivamente.

Area de un Poligono.

El area de un poligono es la medida del plano, (superficie), encerrado en su interior.
Para medir el area utilizamos unidades cuadradas (como el m2, cm?, km?2...)

Veamos el area de los poligonos mas basicos:

o Area del rectingulo:

El area del rectangulo es el producto de la medida de h

3cm
su base por su altura.

Area rectangulo = b.h b=5cm

Area rectangulo = 5 x 3 = 15 cm?

o Area del cuadrado:

El cuadrado, al ser iguales la base y la altura, tiene por area su I1=3cm
lado al cuadrado (lado por lado).

- _ _
Area cuadrado=L.L=1L 1=3 cm

Area cuadrado = 32 =9 cm?

« Area del romboide:

( y ’

. | ; (‘ )
El romboide se puede transformar en : Y /lh=3cm
un rectangulo, por lo cual su érea : 1 4
también es el producto de su base por - .

> S b=5cm
su altura.
Area romboide = b.h Area romboide =5 x 3 = 15 cm2
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« Area del rombo:

Si insertamos el rombo en un
rectangulo su base es igual a la diagonal
t) h=d=3cm <

’ mayor del rombo, D, y su altura es igual
a la diagonal menor, d, observaremos
b=D=6cm que el drea del rombo es la mitad del
area de ese rectangulo.

e T e = = o = (o b.h Dd
reagelmompo=—"——=—= — = - .l o
2 2 2 Area del rombo=7=7

« Area del tridngulo:

Si trazamos paralelas a los catetos del triangulo
obtenemos un romboide del cual el triangulo es la mitad.

Si el area del romboide es b . h, entonces el area del

Pp=0Cm
triangulo, que es la mitad, también sera la mitad.
- b.h
< = bh 53 5 sz _
Area del triangulo =— = — = 1? =7,59 cm? Area del Triangulo = =

Mediante la férmula de Herdn, conociendo la longitud de los lados de un triangulo a, by ¢, se
puede calcular el area sin conocer la altura del mismo.

Para aplicar la férmula, primero se calcula el semiperimetro S=P/2 y luego se sustituye en la
igualdad.

1
- tdee
2(u +¢)

1
s=§.(a+b+c)

Area = \/s.(s—a).(s —b).(s — ¢)
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Ejercicio 23 (interactivo)

wee

= GeoGebra <

)

Areas de Figuras Planas
Autor: Antonio Omatos Soria

Coleccion de applets para deducir las formulas de diferentes figuras planas.

"

.

Area de un cuadrado Area rectangulo (nUmeros
naturales)

https://www.geogebra.org/m/114518

Ejercicio 24
Calcula la superficie y el perimetro de los siguientes triangulos, utilizando, si es preciso,
el teorema de Pitagoras.

a)
5
3
b) /\
3
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Ejercicio 25
Determina el area de la zona sombreada:

8m

o

4.4.2) SEMEJANZA DE POLIGONOS. APLICACIONES

Dos poligonos son semejantes cuando tienen los angulos homélogos iguales y los lados
homadlogos proporcionales.

Igualdad de éngulos:
A-Ay B-B, C=C, D=D" E~E"F—F"

Proporcionalidad de lados|

e La razén de la proporcion entre los
lados de los poligonos se llama razén L ===r

. f f f

de semejanza. & biic

e La razén de los perimetros de los
poligonos semejantes es igual a su a

razén de semejanza. @ b o a+b+c pf
eLa razéon de las areas de los @ _b _c _. S _p
poligonos semejantes es igual al a b* c SK

cuadrado de su razon de semejanza.
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Construccion de figuras semejantes. Método de la proyeccion.

Si queremos dibujar una figura semejante a otra con razén de semejanza K, tomaremos
un punto cualquiera de referencia “0”, uniremos prolongando cada vértice de la figura
con el punto de referencia.

Posteriormente determinaremos el punto homélogo de cada uno de los vértices,
llevando sobre cada rayo de proyeccion K veces la distancia a la que se encuentra dicho
vértice del punto de referencia.

A esta razon de semejanza se le denomina escala.

En este ejemplo la razén
de semejanza es k=3
pues el punto A’ dista del
punto O tres veces mas
de lo que dista el punto A.

A'E’ _ OE' - 0A’ —

AE OE 0OA

Si se observa la figura,
como el triangulo OAE, es
semejante al tridngulo
OA’E* por el primer :
teorema de Thales:

A'E’ - OE’ - 0A’ _ -

AE OE O0OA

Con lo cual habriamos
generado una figura
semejante a la inicial por
tener los angulos iguales
y los lados
proporcionales.
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o APLICACION DE LA SEMEJANZA

Gracias a la semejanza, manteniendo la forma, lo
grande lo podemos representar pequefio y lo
pequefio grande. Esa constante de proporcionalidad
que nos aumenta o nos disminuye el tamafo del
objeto inicial, le denominamos escala, una aplicacion
de todos conocida es la cartografia y su resultado los
mapas, la representacion reducida y simplificada de
la superficie terrestre o de una parte de ésta.

Gracias a la semejanza la representacion guarda las
mismas proporciones que la superficie real y permita
hacer célculos y mediciones.

La constante de semejanza o Escala es la relacién
entre la medida lineal representada en el dibujo y la
medida lineal del objeto real.

> 1 escala de aumento
Si_E es {1 decimos que la escala es natural
< 1 escala de disminucién

dimension dibujo

Esto es: Escala =

dimensiéon real

La escala puede venir expresada en forma de fraccidn expresion decimal o como
porcentaje del aumento o disminuciéon Asi por ejemplo la escala E:=7:10, podemos
expresarla como E=0,7 o como E=70% del natural.

Triangulo universal de escalas.

Con los conocimientos que ya tenemos podremos crear escalimetros, es decir, reglas
graduadas a la escala que nos interese.

Veamos coémo podriamos fabricarnos facilmente varias escalas de reduccion.

Proceso de construccion:

Se traza el triangulo rectangulo ABC, el cateto AB, lo tomamos de un valor cualquiera y
el otro BC por ejemplo de 100 mm.

Sobre éste Ultimo realizamos divisiones de 5 mm, las cuales uniremos con el vértice A
del triangulo al tiempo que las numeramos.

Si ahora calculamos el punto medio del segmento base AB y por el trazamos una
perpendicular, el segmento MN que se define sera proporcional al segmento BC, cuyas
razones de semejanza K=E sera de 1/2.

Las graduaciones sobre el segmento MN, nos permite leer o transportar a escala natural
las figuras o dibujos que estén realizados a escala 1/2.
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%
p—
~
p—
—
(2
<
>

Triangulo Universal de '
Escalas W [80

Al R M P ‘B
AB= una distancia cualquiera |

MN AM _AM 1
~ BC AB  2.AM 2

Si la perpendicular la trazasemos por el punto P como el segmento AP sera la % partes
de AB, obtendremos por dicha perpendicular la graduacién de una escala de 3/4.

Por el mismo razonamiento si la perpendicular fuese trazada por R la escala seria de
1/4.

Para la construccion efe cualquier otra escala se procede de forma analoga.

Ejercicio 26

El dibujo siguiente esta hecho a escala 1:10.000, y el lado de cada cuadrado de la
reticula mide 1cm.

¢ Cual es la altura real, en metros, de los objetos representados en la figura?

1

1

1

| 1
it

S R U R [ U [

Flecha Cuadrado Pentagono Cara
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Ejercicio 27
En un plano a escala 1:50.000, se desea saber que longitud tiene un tramo de
camino que mide en el plano 60 cm.

Si hubiésemos consultado un plano que estuviese a escala 1:30.000. ¢ Cuantos
centimetros sobre dicho plano hubiésemos medido?

5) EL CIRCULO Y LA CIRCUNFERENCIA

5.1) LA CIRCUNFERENCIA

Una circunferencia es una linea curva cerrada y plana cuyos puntos estan a la misma
distancia de un punto interior llamado centro. Pertenece a la familia de las curvas
conicas.

Los elementos geométricos relacionados con la circunferencia son:

e Centro punto del interior de la circunferencia
equidistante (a igual distancia) de cualquier
punto de la circunferencia.

* Radio es el segmento que une el centro con
cualquier punto de la circunferencia.

» Diametro es el segmento que une dos puntos
de la circunferencia pasando por el centro. El
diametro es el doble del radio. D = 2:R

e Cuerda es el segmento que une dos puntos
cuales quiera de la circunferencia. La cuerda
mayor de una circunferencia es el diametro.

e Arco parte de la circunferencia comprendida
entre dos puntos.

» Semicircunferencia es cada una de las partes en que un diametro divide a una
circunferencia, es decir, media circunferencia

Longitud de la circunferencia. El numero

Desde la antigledad se conoce que desde un punto se puede trazar cualquier
circunferencia de radio deseado.

Se conocia la proporcionalidad existente entre el didmetro y la longitud de su
circunferencia, pero encontraron que dicha proporcién no podia expresarse ni con un
valor exacto ni con un numero racional.

Sera Arquimedes (siglo Il a. de C.) quien demostrard que esas constantes eran la
misma tanto para la circunferencia como para el circulo y aproximara su valor utilizando
para ello el método de exhaucién de Eudoxo, consistente en inscribir y circunscribir en
una circunferencia poligonos, llegando hasta utilizar poligonos regulares de 96 lados,
consiguiendo una magnifica aproximacion (si tenemos en cuenta los medios con los que
contaba), 3+10/71 < w < 3+1/7; es decir, el nUmero buscado esta entre 3'1407 y 3'1428.
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Al nimero irracional (inconmesurable) que representa dicha proporcion se le denomina
7. (primera letra de la palabra circunferencia en griego).

Como m es un numero que contiene infinitas cifras decimales no periddicas, solemos
aproximarlo al valor 3,14 pero podriamos tomar indefinidos valores decimales
3,14159265358979323846...

Este gif nos explica de una manera sencilla qué es Pi:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pi-unrolled-720.qif

L
Por tanto podemos decir que: = = T0 - L=nd

La longitud de una circunferencia es pi (1) veces su diametro.

Al ser el diametro el doble que el radio también podemos decir que la longitud de una
circunferencia es igual al doble de pi (m) por el radio. L = 2.wt.r

Arco de circunferencia

Para calcular la longitud de una parte de la circunferencia, longitud que se denomina
arco de circunferencia (¢), debemos conocer el &ngulo central (8) cuyos lados delimitan
los extremos del arco. Ademas debemos conocer el radio de la circunferencia que lo
sustenta.

O bien si medimos en radianes
L @ L ¢
360° pB 2.t fB
2mr [ . 2.mr
Por tanto la longitud del arco sera: 360° g =>¢=8 360°
O si el 4ngulo B viene expresaso en radianes el i - _2.71’.7‘ - L = = Hg
arco valdria: 2.7 2.7 B

Lo que significa que el arco tiene [# veces el radio, es decir, una longitud de [ radianes.

@
o
A

o

B

De aqui la gran ventaja de trabajar con radianes, pues
angulo y arco abarcado podremos expresarlo con el
mismo valor.
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Ejercicio 28

El carro de un sefor que se llamaba Manolo Escobar tiene unas ruedas cuyo
diametro mide 2 metros.

¢ Cuanta distancia habria recorrido Manolo antes de que le robaran el carro si cada
rueda ha dado 130 vueltas?

Ejercicio 29

St M= vy decimos que pi es un numero irracional entonces ¢como podemos
expresarlo como cociente de dos numeros? ¢Son enteros dichos numeros?

5.1.1) POSICIONES RELATIVAS

Posicion de una recta con respecto a una circunferencia.

Decimos que una recta puede situarse

respecto a una circunferencia como: Recty ~
. Xoriop
e Recta exterior: es aquella que no toca en Q%
ningun punto a la circunferencia. %
¢ Recta tangente: es aquella que toca en un 090
9 9 9 Recta secante %

solo punto a la circunferencia.
¢ Recta secante: es aquella que toca en dos \/ \
puntos a la circunferencia.

Posiciones relativas de dos circunferencias.

Segun los puntos que comparten diferenciamos:
» Exteriores: no comparten ningln punto en comun.
* Interiores: no comparten ningun punto en comun pero una esta dentro de la otra.

» Tangentes exteriores: comparten un punto en comun pero ninguna esta incluida
en la otra.

e Tangentes interiores: comparten un punto en comun y una esta dentro de la otra.
e Secantes: cuando comparten dos puntos en comun (se cortan en dos puntos).

» Concéntricas: es un caso especial de circunferencias interiores que tienen el
mismo centro.
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QO

Tangentes exteriores Secantes

CRCKO,

Posicion de un anqulo respecto a una circunferencia
Podemos definir los siguientes tipos de angulos en relacién con una circunferencia:

» Angulo central

El angulo central es el que tiene el vértice en el centro de la circunferencia siendo sus lados dos
radios de la misma.

Los puntos donde dichos radios cortan a la circunferencia definen sobre ella una porcién de
longitud que denominamos arco.

En la figura vemos que el angulo central @ abarca o subtiende el arco ¢.

» Angulo inscrito en la circunferencia

El angulo inscrito en una circunferencia es aquel que tiene su vértice sobre la circunferencia y
cuyos lados son dos cuerdas de la misma (si las cuerdas se prolongan, diremos que son dos

rectas secantes).

En la figura podemos observar que el dngulo inscrito a abarcan el arco FG.

Un angulo inscrito (a) vale la mitad del angulo central (8) que comparte el mismo arco ¢.
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» Angulo semiinscrito en la circunferencia
El Angulo semiinscrito es aquel que teniendo su vértice en la circunferencia (A), los lados que lo

definen son una cuerda (AB) y la tangente a la circunferencia por el vértice (t).

La tangente, que es perpendicular al radio, es lado de dos angulos semiinscritos (a) y (B) cada
uno subtiende un arco diferente. El angulo a abarca el arco ¢, mientras que el semiiscrito 8
abarca el arco 6

El valor de un angulo semiiscrito es igual a la mitad del angulo central que comparte su mismo

arco. Asi:

6 . o
= 2 mientras que f3 = -

2

» Angulo interior en la circunferencia

El dngulo interior a una circunferencia (a) tiene su vértice en un punto interior de esta. Los lados
que lo definen son dos rectas secantes que intersectaran a la circunferencia formado dos arcos,
Qyo.
Su valor es la semisuma de los dngulos centrales @ y 0 que abarcan los arcos definidos por los
lados del dngulo interno.

6+o
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> Angulos exteriores a la circunferencia.

El angulo exterior (at) a una circunferencia, tiene su vértice (A) en un punto exterior a la
circunferencia. Sus lados son dos rectas que pueden ser tangentes o secantes a la circunferencia.

El valor del dngulo exterior (&) sera:

\

a =180°—6

6 y 0 son 4ngulos centrales que comparten los arcos ¢ y & definidos por los lados del 4ngulo

externo.

Vista Grafica

Central Inscrito Semiinscrito
e
Angulo : 90° 90° 180 740 = 148
2 2
Interior Exterior Circunscrito
[
N ///"'_
/ 26.9
|f
\:
% .
% ]
I
. 141.4° +66.2°  207.5° . 1299° —&7° 73° . 233.1°-1269° 106.3°
] i & e, .1"
103.8 2 3 36.5 — 5 53 3 3
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5.2) EL CircuLO

El circulo es la superficie del plano limitada por la
circunferencia. Por tanto esta formado por todos
los puntos de la circunferencia y todos los puntos
del plano delimitados por ella.

Al hablar del circulo debemos distinguir entre:

e Semicirculo: una de las dos partes iguales
que delimita un diametro.

e Sector circular:es la parte del circulo
comprendida entre dos radios y su arco.

e Segmento circular: es la parte del circulo
limitada por un arco y su cuerda.

« Corona circular: es el espacio comprendido
entre dos circunferencias con el mismo centro
y distinto radio (concéntricas)

5.2.1) AREAS EN EL CIRCULO

Area del circulo.

Desde la antigliedad se conocia la proporcion existente entre el area del circulo y el
cuadrado de su diametro. Pero seria Arquimedes el que demostraria que el numero que
representa dicha proporcion era el inconmensurable (irracional) .

En su obra Sobre la Medida del circulo, en el teorema | decia Arquimedes:

«El area de un circulo es igual a la de un triangulo rectangulo cuyos catetos son el radio
y la longitud de la circunferencia del propio circulo».

Radio (r)

Longitud de la circunferencia = 2 - & - r

s
nw.r-

Base.Altura  (2.m.7r).r _

Area del Circulo = Area del Triangulo = > >

Area del circulo = 1r.r2
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Area del sector circular.

Un sector circular es la parte de circulo delimitada por
los lados de un angulo central () y el arco de
circunferencia que definen los lados el angulo.

Como conocemos el area del circulo y el valor del
angulo central completo 360° o 2.m, al igual que
hicimos al definir el arco de circunferencia, podremos
establecer las siguientes proporciones para
determinar el area del sector circular definida por el
angulo (6):

Establecemos la siguiente proporcién:

nr’  Areas.co, O bien si medimos en radianes nr’  Areaseceor
360° 6° 2.m Oraa
2
£ r
2 ; 4 Areasector = 6°.
Por tanto el area del sector circular sera: 360°
2
Si el 4ngulo @ viene expresaso en radianes el 4rea del A = =
g , P AT' €Qsoctor = grad-
sector sera:

Area de Ia corona circular.

La corona circular es una parte de circulo
comprendida entre dos circunferencias concéntricas.

Su area serad la diferencia de areas de dichas
circunferencias.

Areacoro,m =n. (R? - 1?)

Practica con estos ejercicios:

http://www.accede-tic.es/circuloycircunferencia/menu.html
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6) AUTOEVALUACION

Ejercicio 30
¢ Cual de las siguientes afirmaciones es correcta?

a) No existia las matematicas hasta la época de la Grecia clasica.

b) Euclides fue el primer matematico de la historia.

X c¢) Euclides, bibliotecario de la biblioteca de Alejandria recopila y aporta los
conocimientos matematicos conocidos en su momento.

Ejercicio 31
La formula del area del circulo fue deducida por:

a) Pitagoras.
b) Eudoxo de Cinido.
X  c¢) Arquimedes de Siracusa.

Ejercicio 32
La condicion de perpendicularidad de dos rectas es:

a) Que formen dos angulos consecutivos iguales
b) Que forme dos angulos adyacentes iguales
X c¢) Las dos respuestas anteriores son correctas

Ejercicio 33
Si dos angulos suman 90 ¢ podremos decir de ellos que:

a) Son suplementarios
b) Son complementarios y obtusangulos
X ¢) Son agudos y complementarios

Ejercicio 34

Si el angulo B= 7/3 y otro angulo p=m/2, ¢cual sera el angulo suma expresado en
grados?

X | a) Elangulo B+ p=1352
b) B+ u=149°59' 60"
¢) Aproximadamente 151°
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Ejercicio 35

En la figura siguiente se representan dos triangulos, ¢ Cual seria el nombre correcto que
les podriamos dar?:

145°
135°
350 70° B
a) Acutangulo o Isosceles y Equilatero o escaleno
b) Equilatero o Acutangulo y Escaleno y Obtusangulo
X  c¢) Obtusangulo o Is6sceles y Escaleno u Obtusangulo
Ejercicio 36
La recta de Euler sustenta a:
a) Ortocentro, Baricentro, Circuncentro e Icentro
X  b) Ortocentro, Baricentro, Circuncentro
c) Las dos respuestas anteriores son erroneas
Ejercicio 37
¢, Cual es el valor de los angulos A y B de los triangulos de la figura?
145°
135°
35° 70° B8

a) A=45°, B=125°
b) A=35°2, B=155°
X ¢) A=352, B=100°
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Ejercicio 38
Si dos tridngulos tienen los tres angulos internos iguales podemos afirmar:

a) Con toda seguridad que son iguales
b) Con toda seguridad que son semejantes
X ¢) No podemos afirmar nada hasta conocer cémo son sus lados

Ejercicio 39
Observando el dibujo siguiente, ¢ cual es el valor del segmento X?

2cm X

1 cm 1,6 cm

a) x=3cm
b) x= 3,4 cm
X c¢) x=32cm

Ejercicio 40

Entre los siguientes triangulos rectangulos hay algunos semejantes entre si. Averigua
cuales son calculando previamente los angulos que faltan.

a) b) c)

53°
30°

d)

a7
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a) Son semejantes: b-f; a-dy e-c
b) Son semejantes; b-f; e-dy a-c
X c¢) Son semejantes; b-f; a-e y c-d

Ejercicio 41
Calcula la altura del siguiente triangulo.

a) X=3,4
X | b) x=4,33
c) x=4,5

Ejercicio 42
¢, Gomo denominarias a las siguientes figuras?

b
a

a) Rombo y romboide
b) Rectangulo y rombo
X c¢) Romboide y rombo

Ejercicio 43
Determina el area del hexagono de la figura.

10

X  a) Area= 259,8 u?
b) Area= 250,8 u?
c) Area= 260 u?
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Ejercicio 44
Determina el area del trapecio isdsceles de la figura.

3 8

I
I
I
|

X a) Area=66,75 u?
b) Area=60,75 u?
c) Area=56,75 u?

Ejercicio 45
Determina el valor de los angulos de la figura.

a) =402, B=50%; Y'=90°
X | b) a=40°, B=50%; Y'=130°
c) a=502, B=40%; Y'=90°

Ejercicio 46

Cudl es el radio de una circunferencia sabiendo que una cuerda que dista del centro 1,5
cm mide 7,2 cm.

a) El radio de la circunferencia serd de 8 cm
b) El radio de la circunferencia sera de 8,9 cm
X c¢) Elradio de la circunferencia sera de 3,9 cm

Ejercicio 47

La longitud de un arco de circunferencia de 60° de amplitud en una circulo de 12 cm de
radio sera:

a) No podemos calcularlo porque solo tenemos el radio del circulo
X b) Elarco valdra 4.1
c) El arco valdra 9,42 cm
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Ejercicio 48
Si el area del triangulo ABC es 9,10 cm?, jcual es el area del paralelogramo ABDE?

D 7 C

B

a) Nos faltan los datos de la base y de la altura

X  b) El doble que la del triangulo

c) Cuatro veces la del triangulo

Ejercicio 49
En cuantas veces la longitud de la circunferencia excede a su diametro.

a) No se puede saber pues el diametro es un segmento recto y la
circunferencia es una linea curva

b) Excede en dos veces a su diametro

X ¢) Excede en 1 veces a su diametro

ENLACES DE INTERES

https://sites.google.com/site/todoesgeometria/construcciones-con-regla-y-
compas/hallar-la-bisectriz-de-un-angulo-dado

Si deseas saber la historia de la geometria y mas concretamente la del Teorema de

Pitagoras puedes acceder a la siguiente pagina: http:/poligonosi.blogspot.com

http://newton.matem.unam.mx/geometria

http://contenidos.educarex.es/mci/2004/18/alumno.htm
https://www.thatquiz.org/es/previewtest?Y/N/G/W/HHPQ1412568300
https://www.thatquiz.org/es/previewtest?C/V/D/J/35641286306728
https://www.thatquiz.org/es/previewtest?l/E/S/R/03961270914006
https://www.thatquiz.org/es/previewtest?J/T/A/I/17711511965810
https://www.thatquiz.org/es/previewtest?6/X/L/B/QVJ51400526643
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 1
Selecciona las respuestas correctas.

Todas las rectas secantes son perpendiculares.

X | Todas las rectas perpendiculares son secantes
Las rectas paralelas sélo tienen un punto en comudn

X | Un angulo define una porcion infinita de plano

El matematico griego que recopila el conocimiento antiguo de su época fue
Pitagoras

X | Ala geometria clasica también le llamamos Euclidea

Antes de la cultura helenistica (600 a.C) no existia la matematica

Ejercicio 2
¢ Cual es el nombre de las siguientes letras griegas?
V[ A Pi
a Alfa
Y Gamma
p Beta
A Lambda
n Mu
® Omega

Ejercicio 3
Realiza las siguientes operaciones con angulos.
35233'54" +7242'25" = 43°16'19"
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Ejercicio 4
Determina el valor en radianes de los siguientes angulos:
o I Frad_ | IJ I
a) W= 600 o= poo =k g =607 p =3
I Brad . 0 I 50T
b) B= 1502 1505 =[50 = Frgq = 15071505 ="5
II _ Brad A . e JI 3.0
c) 8= 270¢ 180° — 270° _”grad =270 ‘180° — 2
Ejercicio 5
¢, Como se denominan estos angulos?
0
90 > 90° o
Recto Obtuso Agudo
180°
!
Llano Completo
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Ejercicio 6
Indica si son Verdaderas o Falsas las siguientes afirmaciones:
Dos angulos adyacentes son aquellos que:

V/F
Suman 90° F
Suman 45°, tienen el vértice comun, un lado comun y los otros lados F
son uno prolongacién del otro
Siendo suplementarios, tienen el vértice comudn, un lado comun y los Vv
otros lados son uno prolongacion del otro

Ejercicio 7
¢ Qué podriamos decir que todos los angulos adyacentes son consecutivos o que
todos los angulos consecutivos son adyacentes?

La categoria general es el de angulo consecutivo y dentro de esta categoria hay unos
angulos particulares que se les denomina adyacentes.

Por tanto todos los angulos adyacentes son consecutivos, pero no todos los angulos
consecutivos son adyacentes.

Ejercicio 8
Indica si son Verdaderas o Falsas las siguientes afirmaciones:

De los angulos de la figura podemos decir que .....

V/F
Son iguales por ser angulos internos F
Son iguales por ser externos internos F
Ninguna de las anteriores es correcta \'

Son iguales por ser angulos correspondientes y por lo tanto tienen sus lados paralelos.
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Ejercicio 9
¢ Cual sera el valor minimo que puede tener un angulo Céncavo?

El valor minimo que puede valor un angulo concavo es de 1802, luego todos los angulos
coéncavos son mayores o iguales a 180°.

Ejercicio 10
¢ Cual es el numero de segmentos rectilineos minimos que se necesita para formar
un poligono cerrado?

Si los segmentos rectilineos sélo pueden unirse por sus extremos, para cerrar un
poligono, ¢ podran ser estos segmentos de la longitud que se desee o tendra que
cumplir alguna condicion?

a) Necesitariamos tres segmentos que se corten dando puntos de intersecciéon
no alineados.

b) No pueden ser de cualquier longitud, deben cumplir la desigualdad triangular
o desigualdad de Minkowski.

Entodo tridngulo la suma de las longitudes de dos lados cualesquiera es siempre
mayor que la longitud del lado restante.

a+b>c; a+c>b; b+c>a
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Ejercicio 11
Clasifica los siguientes triangulos atendiendo a sus lados y a sus angulos.

TRIANGULO

SEGUN SUS LADOS

SEGUN SUS ANGULOS

A Isésceles Acutanqulo
; Escaleno Rectanqulo
A Equilatero Acutanqulo
\ Escaleno Obtusangulo
\ Isosceles Rectangulo

Ejercicio 12

¢ Cuantos angulos obtusos puede tener un triangulo?

X

a) Como mucho uno

b) No puede tener ninguno

c¢) Como mucho dos
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Ejercicio 13
Analizando los triangulos siguientes podriamos decir que el punto x es:
A A A
X X

N

B C B C B

a) El Ortocentro del triangulo por ser sus lados tangentes a la circunferencia
inscrita.

C

X  b) Ellcentro del triangulo, por encontrase siempre en el interior del triangulo.

c) El circuncentro del triangulo por ser el centro de la circunferencias inscrita.

Ejercicio 14

¢ Por qué el centro de un triangulo siempre es un punto interior al mismo y nhunca
exterior?

Porque es el punto de interseccion de las bisectrices de los angulos internos del
triangulo y centro de la circunferencia inscrita. Si estuviese fuera del tridngulo no podria
ser el centro de dicha circunferencia inscrita al no equidistar de los lados.

Ejercicio 15
De los triangulos de la figura siguiente podemos decir que:

7

a) La pareja de triangulos del grupo "a" son los Unicos congruentes del dibujo.

b) Solo son congruentes los tridngulos del grupo a y b.

X  ¢) Todos los triangulos son congruentes.
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Ejercicio 16

Conociendo la informacion aportada en la figura, determina la longitud del
segmento BC.

e

9 _1
L C 9.6
e o A '_,,r" J
ot 3
9 B - 80
6
. 80
A //"'A .
BE AB 6 9
AT Por tanto S o

Luego 6.(9+x)=9.(80) = 54+6.x =720 = 6.x =720 — 54 = 666

De donde deducimos que = ? = 1l

Ejercicio 17
¢ Por qué son semejantes estos triangulos?

A

C’ R’

Pues al tener dos angulos conocidos iguales, el tercero desconocido debe ser también
igual, por tanto estamos ante dos triangulos que tienes los tres angulos iguales, luego
solo hay dos posibilidades que los lados sean iguales o que sean proporcionales, como
iguales no son pues no tienen el mismo tamano, son por tanto proporcionales y los
triAngulos pro consiguiente semejantes.
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Ejercicio 18
Calcula el valor de los lados de estos triangulos isosceles.

X

Solucién: 3,8y 4,6

Ejercicio 19
La siguiente terna de numeros (20,101,99), ¢ es una terna pitagorica?

X a) Si por que el area del cuadrado de lado 20 sumada al area del cuadrado
de lado 99, es igual al area del cuadrado de lado 101

b) No es una terna pitagérica, porque no cumple el teorema de Pitagoras

c) No porque no se verifica la desigualdad triangular

Ejercicio 20
En el tridngulo de la figura, calcula cuanto mide el angulo A.

752+ 50° = 125°
1802 — 1252 = 55¢
El angulo A mide 55°

Ejercicio 21

En un tridngulo rectangulo, los dos catetos miden 8 y 6 cm, respectivamente. Dibuja el
triangulo y calcula el valor de la hipotenusa.

612 + 8"2 = H"2

o 36 + 64 = H"2
100 = h"2
8cm h= V100 =10cm

Pagina 73 de 82



ACT 2. Bloque 05. Tema 5. Geometria Euclidea.

Ejercicio 22
Completa la siguiente tabla:
Figuras Lados Vértices Angulos | Diagonales
A i i i ’
ORI

Ejercicio 23 (interactivo)
https://www.geogebra.org/m/114518

Ejercicio 24

Calcula la superficie y el perimetro de los siguientes triangulos, utilizando, si es preciso,
el teorema de Pitdgoras.

a)

3 Area=7'5 ?; perimetro=13,83 u

Area=15,6 u?; perimetro=18 u
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C) 6
3 Area=8,7 U?; perimetro=15 u
Ejercicio 25
Determina el area de la zona sombreada:
8m
: 4m
El &rea de la zona sombreada es de 12 m?
Ejercicio 26

El dibujo siguiente esta hecho a escala 1:10.000, y el lado de cada cuadrado de la
reticula mide 1cm.

¢ Cual es la altura real, en metros, de los objetos representados en la figura?

S R RN ) [ g |

Flecha 200m_ Cuadrado _100m_  Pentagono _150m_  Cara _ 250m__
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Ejercicio 27

En un plano a escala 1:50.000, se desea saber que longitud tiene un tramo de
camino que mide en el plano 60 cm.

Si hubiésemos consultado un plano que estuviese a escala 1:30.000. ¢ Cuantos
centimetros sobre dicho plano hubiésemos medido?

a) . 1 _ 60cm
"~ 50.000 xg

- 1m
xgp = 50.000.(60 cm) = 3000000cm = 3000000c‘m.10 = 30000m
cm
1 km
= 30000 m. =30 km
m
b) 1 Yo

E = —
30.000 3000000cm

Ve .3000000cm =100 cm

~ 30.000

Ejercicio 28

El carro de un senor que se llamaba Manolo Escobar tiene unas ruedas cuyo
diametro mide 2 metros.

¢ Cuanta distancia habria recorrido Manolo antes de que le robaran el carro si cada
rueda ha dado 130 vueltas?

Por cada vuelta que de la rueda la longitud lineal recorrida sera la longitud de la
circunferencia que define la rueda, como da 130 vueltas sera 130 veces dicho perimetro
circular, por tanto:

L/d = m, luego L=d.t = 2. 3,1416=6,28 m por vuelta.

Luego la longitud lineal recorrida por el carro sera: 6,28 .130=recorrida sera de 816'81
metros
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Ejercicio 29

St T =7 vy decimos que pi es un numero irracional entonces {como podemos
expresarlo como cociente de dos numeros? ¢Son enteros dichos numeros?

Lairracionalidad de m significa que no existe una longitud comun que pueda dividir tanto
al comoad.

Por otra parte como m es irracional significa que o L o d, deben ser irracionales, pero
como d podemos cogerlo de un valor exacto, significa que la irracionalidad en la
proporcion I/d la aporta el nUmero que determina la longitud de la circunferencia, puede
dicha longitud solo podemos medirla de manera aproximada.

Ejercicio 30
¢, Cual de las siguientes afirmaciones es correcta?

a) No existia las matematicas hasta la época de la Grecia clasica.

b) Euclides fue el primer matematico de la historia.

X c¢) Euclides, bibliotecario de la biblioteca de Alejandria recopila y aporta los
conocimientos matematicos conocidos en su momento.

Ejercicio 31
La férmula del area del circulo fue deducida por:

a) Pitagoras.
b) Eudoxo de Cinido.
X | c¢) Arquimedes de Siracusa.

Ejercicio 32
La condicién de perpendicularidad de dos rectas es:

a) Que formen dos angulos consecutivos iguales
b) Que forme dos angulos adyacentes iguales
X  c¢) Las dos respuestas anteriores son correctas
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Ejercicio 33
Si dos angulos suman 90 ¢ podremos decir de ellos que:

a) Son suplementarios

b) Son complementarios y obtusangulos
X ¢) Son agudos y complementarios

Ejercicio 34

Si el angulo B= m/3 y otro angulo p=m/2, ;cudl sera el angulo suma expresado en
grados?

X  a) Elangulo B+ p=1352
b) B+ un=149°59' 60"
¢) Aproximadamente 151°

Ejercicio 35

En la figura siguiente se representan dos triangulos, ¢ Cual seria el nombre correcto que
les podriamos dar?:

145°

135°

360 700 5

a) Acutangulo o Isosceles y Equilatero o escaleno
b) Equilatero o Acutangulo y Escaleno y Obtusangulo
X c¢) Obtusangulo o Is6sceles y Escaleno u Obtusangulo

Ejercicio 36
La recta de Euler sustenta a:

a) Ortocentro, Baricentro, Circuncentro e Icentro
X  b) Ortocentro, Baricentro, Circuncentro

c) Las dos respuestas anteriores son erroneas
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Ejercicio 37
¢,Cual es el valor de los angulos Ay B de los triangulos de la figura?

145°

135°

35° 70° B

a) A=45°2, B=125°
b) A=352, B=155°
X ¢) A=352, B=100°

Ejercicio 38
Si dos triangulos tienen los tres angulos internos iguales podemos afirmar:

a) Con toda seguridad que son iguales
b) Con toda seguridad que son semejantes
X | ¢) No podemos afirmar nada hasta conocer cémo son sus lados

Ejercicio 39
Observando el dibujo siguiente, ¢ cual es el valor del segmento X?

2cm

1cm 1,6 cm

a) x=3cm
b) x= 3,4 cm
X c¢) x=3,2cm
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Ejercicio 40

Entre los siguientes triangulos rectangulos hay algunos semejantes entre si. Averigua
cudles son calculando previamente los angulos que faltan.

a) b) c)

53°
30°

.

d)

a) Son semejantes: b-f; a-dy e-c
b) Son semejantes; b-f; e-dy a-c
X c¢) Son semejantes; b-f; a-ey c-d

Ejercicio 41
Calcula la altura del siguiente triangulo.

a) X=3,4
X b) x=4,33
c) x=4,5

Ejercicio 42
¢, Gomo denominarias a las siguientes figuras?

b
a

£

a) Rombo y romboide
b) Rectangulo y rombo
X | c¢) Romboide y rombo
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Ejercicio 43
Determina el area del hexagono de la figura.

10

X  a) Area= 259,8 u?

b) Area= 250,8 u?

c) Area= 260 u?

Ejercicio 44
Determina el area del trapecio isdsceles de la figura.

3 8

I
I
I
|

X  a) Area=66,75 u?

b) Area=60,75 u?

c) Area=56,75 u?

Ejercicio 45
Determina el valor de los angulos de la figura.

a) =402, B=50%; Y'=90°

X b) a=40% B=50°; Y'=130°

c) a=50%, B=40°%; Y'=90°

Ejercicio 46

Cual es el radio de una circunferencia sabiendo que una cuerda que dista del centro 1,5

cm mide 7,2 cm.

a) El radio de la circunferencia sera de 8 cm

b) El radio de la circunferencia sera de 8,9 cm

X c¢) Elradio de la circunferencia sera de 3,9 cm
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Ejercicio 47

La longitud de un arco de circunferencia de 60° de amplitud en una circulo de 12 cm de
radio sera:

a) No podemos calcularlo porque solo tenemos el radio del circulo
X b) Elarco valdra 4.1
c) El arco valdra 9,42 cm

Ejercicio 48
Si el area del triangulo ABC es 9,10 cm2, 4 cual es el area del paralelogramo ABDE?

D ...---.zC

A

a) Nos faltan los datos de la base y de la altura
X b) El doble que la del triangulo
c) Cuatro veces la del triangulo

Ejercicio 49
En cuantas veces la longitud de la circunferencia excede a su diametro.

a) No se puede saber pues el didmetro es un segmento recto y la
circunferencia es una linea curva

b) Excede en dos veces a su didmetro

X c) Excede en 1 veces a su didmetro
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